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求解平面并联机器人工作空间边界的折返式搜索算法

宋亚楠　崔建昆
（上海理工大学 机械工程学院，　上海　２０００９３）

摘要　描述了求解平面并联机器人工作空间边界的一种新方法。通过对平面并联机器人的分析，

建立了系统的运动方程，以方程逆解存在为条件，沿工作空间边界搜索边界点。将搜索到的所有边界

点在 Ｍａｔｌａｂ中进行仿真出图，图形结果与用几何方法得到的边界完全一致。利用此方法可以很快得

到较准确、清晰的工作空间边界。
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０　引言

机器人的工作空间是机器人操作器的工作区域，

是评价机器人工作性能的重要指标。并联机器人具

有刚度大、承载能力强、误差小、精度高、自重负荷比

小、动力性能好、控制容易等一系列优点［１］，得到了广

泛的应用。目前，机器人工作空间的求解方法主要有

几何法、解析法和数值法［２］。几何法简单直观，但作

图复杂，机构自由度较高时会显得十分不适用。解析

法通常采用微分几何理论求解工作空间方程，计算非

常复杂。由于计算机技术的发展，数值法在求解工作

空间中备受青睐。搜索算法也应归为数值法中。文

献［３］预先将工作空间分成小的区域，利用运动方程

逆解判断候选区域是否为工作空间，最后将所有满足

条件的区域组合，形成所求机器人的工作空间。此方

法求得的工作空间边界会有较大误差。文献［４］中给

出了定姿态工作空间的边界搜索法，以杆长条件作为

约束条件，以逐渐增加极角的方法搜索边界点，这种

定步长增加极角的方法得到的边界点非常有限，会导

致边界不准确。

本文中我们提出了一种新的求解工作空间边界

的搜索方法。以运动方程逆解为判别条件，以折返式

搜索方法寻找边界点。搜索过程中，根据工作空间大

小的变化改变极角变化量，并利用 Ｍａｔｌａｂ软件进行

仿真，求得机器人可达工作空间的边界。并在求解工

作空间边界点的过程中，近似计算了所求工作空间的

面积大小。

１　３－ＲＲＲ平面并联机器人系统模型

３－ＲＲＲ平面并联机器人是作平面运动的机器

人，由３个转动副作为驱动，通过中间连杆带动动平

台做平面运动。定平台和动平台的３个铰链点分别

构成等边三角形，位于两个基圆上，具有明显的对称

性。图１为３－ＲＲＲ平面并联机器人系统模型。
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３－ＲＲＲ平面并联机器人具有明显的对称性，为

方便计算，可选其一个分支建立坐标系，如图２所示。

固定坐标系Ｏ－ｘｙ以基圆中心为坐标原点Ｏ，移动坐

标系Ｏ－ＸＹ建立在动平台的中心处Ｐ（ＸＰ，ＹＰ）。动

平台相对于固定坐标系转角为，也即为平台姿态角。

输入变量为杆ＡｉＢｉ与水平ｘ轴夹角为ｒｉ。

图１　３－ＲＲＲ平面并联机器人

建立平面运动封闭矢量方程分别为

ＡｉＣｉ＝ＡｉＢｉ＋ＢｉＣｉ　　ｉ＝１，２，３ （１）

式（１）中各矢量在ｘ、ｙ轴上的投影方程分别为

ｌ１ｃｏｓ　ｒｉ＋ｌ２ｃｏｓ（ｒｉ－αｉ）＝ｘＣｉ－ｘＡｉ （２）

ｌ１ｓｉｎ　ｒｉ＋ｌ２ｓｉｎ（ｒｉ－αｉ）＝ｙＣｉ－ｙＡｉ （３）

由式（２）、式（３）可得运动方程为
（ｘＣｉ－ｘＡｉ－ｌ１ｃｏｓ　ｒｉ）

２＋（ｙＣｉ－ｙＡｉ－ｌ１ｓｉｎ　ｒｉ）
２＝ｌ２２ （４）

平面坐标变换矩阵为
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图２　３－ＲＲＲ平面并联

机器人坐标系模型

由平面坐标变换，则固

定坐标系中一点ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）

与动坐标系中对应点Ｍ（Ｘ，

Ｙ，Ｚ）的关系为
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通过判断逆解运动方程

（４）解的存在性，可确定搜索

点是否为工作空间内一点。

若为工作空间内一点，则方程（４）的解存在，否则搜索

点不是工作空间内的点。

２　工作空间边界搜索方法

以运动方程（４）逆解的存在性作为判断条件，若

存在，则极径增加步长，若不存在，则极径变化量Δρ
减少，然后再判断。如此折返式搜索可得到定姿态工

作空间边界点，然后变化姿态角，取最大的边界点作

为可达工作空间的边界点，在２π范围内变化极角，当

扫描一周后，即可求得可达工作空间的所有边界点。

整个搜索过程仅在初始搜索时考虑工作空间内部点，

一旦搜索到一个边界点，就以此边界点为起点，沿边

界进行搜索。

具体操作步骤如下：

（１）将直角坐标系转化为极坐标系。在工作空间

内寻找一点，作为起始搜索点，姿态角设为０，然后以

一初始步长Δρ开始向边界搜索，Δρ可在工作空间范

围内选择任意长度。

（２）搜索到一点后，利用运动方程（４）求逆解，若逆

解存在，则该点在工作空间内，那么，极径增加Δρ后继

续判断运动方程（４）；若逆解不存在，则该点不在工作空

间内，那么，极径Δρ减少一半，接着判断方程（４）。

（３）在步骤（２）的折返搜索过程中，搜索点会不断

接近工作空间边界点，当Δρ减少到一定值，满足预设

精度时（此预设精度可为大于０的任意小值），可认为

已经搜索到该姿态下的工作空间边界。

（４）调整步骤（３）步中搜到点的姿态角，按定步长

Δ＝
π
１８０
逐步增加，直至姿态角接近２π位置，此时

搜索到的点 Ｍ（ρ，θ）可认为是可达工作空间的边界

点，将其保存在一个内存空间中。

（５）以点Ｍ 的极径为直角边作一直角三角形，另

一直角边长设为１（此处直角边长可为大于０的任意

小值）。具体作图过程如图３所示。初始化姿态角φ
为０，调整步骤（４）中搜索到的点Ｍ（ρ，θ），得到新的起

始搜索点Ｎ（ρ
２槡 ＋１，θ＋１／ρ）。

（６）以新的起始点Ｎ重复步骤（２）～步骤（５），不断

将步骤（４）中得到的点保存在一个空间中，直到θ角接

近２π，可认为可达工作空间的所有边界点已经找到。

（７）利用步骤（４）中得到的所有边界点即可得到

可达工作空间的边界。

图３　边界点调整示意图

３　工作空间大小的求解

在搜索方法的步骤（５）

中，为了获得新的搜索起始

点，构造了一系列的直角三

角形，在构造三角形的过程

中，实际上也就是把工作空

间分割成一系列三角形区域
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的过程，当整个工作空间区域搜索完成后，也就可以

在整个工作空间内完成三角形的分割。本文中提到

的搜索法的另外的好处也就体现出来了，即可以近似

计算工作空间的大小。

利用搜索过程中得到的一系列三角形区域，将这

些三角形的面积大小进行求和，可以很容易得到工作

空间的面积计算式

Ｓ＝∑
ｊ

１
２×ρｊ×１＝

１
２∑ｊρｊ

（７）

其中，ｊ为求得的第ｊ个极径，也即第ｊ个直角三角形。

此处的工作空间面积计算式虽然是对于平面机

构求得的，但仍然可以应用于空间机构工作空间体积

的求解。在求解过程中可以对空间机构的工作空间

进行分层处理，在每一层上应用本文中提到的面积公

式，然后乘以相应的微分高度，就可近似求得每一层

工作空间的体积，然后将每一层的工作空间体积叠

加，即可求解整个工作空间体积，即

Ｖ＝１２∑ｋ ∑
ｊ
ρｊΔＺ（ ）ｋ （８）

其中，ΔＺｋ 为每层高度，ｋ为层数。

４　３－ＲＲＲ平面并联机器人实例计算

考虑图１所示３－ＲＲＲ平面并联机器人，求其可

达工作空间，结构参数为

ｌ１＝２２５ｍｍ，ｌ２＝１７５ｍｍ，ｌ３＝１００ｍｍ，ｌ４＝３００

ｍｍ由式（４），即机构的运动方程，利用 Ｍａｔｌａｂ软件

进行编程仿真，得到可达工作空间边界如图４所示。

此处所得工作空间边界，与文献［５］中得出的工作空

间边界相比较，可以看出，用本文介绍的搜索算法所

得结果与用几何拓扑法得到的结果一致，可证明此搜

索算法的正确性。

利用式（７）的面积计算公式，可得到该实例中工

作空间面积为

Ｓ＝３．６９９×１０５　ｍｍ２ （９）

用几何作图法求解工作空间，作图过程十分复

杂，而且只能定性描述，存在较大误差，而用计算机软

件仿真，省去了繁杂的作图过程，提高了工作效率，而

且十分方便，与作图法相比有较大优势。利用数值法

求工作空间边界过程中，可明确知道工作空间边界的

具体值，对于机构的结构优化、奇异位置判别都有很

大帮助。

图４　可达工作空间边界

５　结论

本文中我们参考现有机器人工作空间的求解方

法，提出了折返式搜索算法。给出了搜索算法的具体

求解原理和步骤，并利用 Ｍａｔｌａｂ进行了仿真验证，得

出的结果与用几何方法得到的结果完全一致，证明了

所提方法的正确性。并在求解边界点的过程中计算

了所求工作空间的面积大小，此方法完全可以应用于

空间机构工作空间体积的求解。折返式搜索算法是

一种快速极坐标搜索算法，由于在搜索过程中不考虑

工作空间内部情况，只沿工作空间边界进行边界搜

索，所以在求解过程中有很高的效率，得到的图形边

界也更加准确、清晰。搜索算法属于数值法的范畴，

在计算过程中能得到边界点的具体位置，为工作空间

面积的计算、奇异位置的确定，以及机器人路径规划

起到很好的参考作用。
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